
CMapI 线性方程组的直接法

多人 、三角形高程组的解滇
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§ 1. 2GGuss消家法(一般线情方程組化为三角形方程目 )

对于一聯线性方程组的矩陣聯式 Ax = b , 记 (A , n)次增广矩降

对 1A, B 3作一系副行的初尊蔓換 ,得 (月 , b ) ,则 ☆x=b为 Ax=b的同解方程组 ,

把 (A,的作系副行的初尊覆换, 便定往为三角形方程组, 且与原方程同解的求解方法称为消家涼,

上)消至过程 ( Ax = b )
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求解Ax=b的步聚 :

① Gauss 消乱: A = L 比 , 鼻德1 .1 . }
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Pf : 数学归肉法
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用全元Gauss消家法求解AX目的步骤

a用彝流 1 . 1计算A的金亢三角解解 。 PAQ=La .
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总结 : 列重和GGuss 消无德车全重亢 Gauss消乱德在数值稳定性方面害金可以媲美 , 但计鼻量却右为减少 ,

应用 : 中小型稠密线性高程组 ,



51 .4直接分解法

1) 正定矩降的平方根滇

AEIRan是对称正峨的 , 即白满品→旦 XTAX> 0 , ExE( R) , x ≠ 0 .
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霍己计算出口的前剔而素 ,比较第列有 :
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鼻德卧马尔透弄重欢!

若 Ax = b的系数矩降A30 ,则求解的x目的步骤 ,

a用鼻德 1 - 方 . 2计算LDLT

②用鼻法 1 . 1 … . s计算 Ly =b得乎

用鼻演的金计算飞北簿之 ,

④用鼻满 ! 2 计算 (T飞得 x,
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(四了一般矩阵 。
A = L山

I 1 Doolittle分解 A : C单位下, 上三角

}对比行列
亚) Courant 分解 A过诵单位上

扩展 :II)还有其他方演:参数德 、线情插值等

(区)求逆A . AB =IB= (k,… Bm) (AB; = ei .

Gauss - Jordan消底 : (低 , I |→(] , B 1

( .
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\ 敏慶分析 :稳定性

分析 [
误差分析〈 精爨器误差

Chap 之敏度分析和簿差分析

鸟小向量范数和矩降范数,

( - )面量范数 。

( I)定义 : 函数 11 .11: 11B^ -1R满

1
“

正定性 : U比ε 1”,有11x %
, 而且 111= 。 当组返当 x = 0
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最常用的向量范数为 P 范数 (Hi (der范数 )
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”
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系 .t . ExE (R

”
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^
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漫 11 .11 a 为
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则 11 -11 ∞在S上可取最大最小值 , 记 m =Ms 1/11a、 M = m飛s(
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θxE 1R ”, εS . →mll 雁临 M由客次emllxll☆lxlla≤NMx 1 lo.□
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若雪 x= (x., … … x, ] T ,s . t .βim→∞ 1/
xms- x (1 = 0

称 x(似及于×记作β im…x
…
=
x 或 x (m_

→ x
. (mu ∞)

Tmm : li…1 xm…
-
_ x 1/ = 0 ②3lims∞|x;"_ xi |= 0 , ti =1 , a , … 的

范数导价 , 职范数证明即丽

(=)矩降范数

的 xn的矩平金体图
m×

” 与mam噓的向量空间1 顺”同构

则 1
顺

^上的范数可因向量范数的概忿直接推

AElkman : A : IRn - IRM Axll E 11Al 1-ll)
)相窝

IA 号 I } ≤1 NA 11. 1 /Bl 1
了

为了保操矩降馆为线懂算子的导征以承矩弹的乘演性质,预引入相商性,

不是所有的向量范数都具有相容性,

)定是 Rm”- 1顺满足

,
“

正定性 : 继, 有川”
A

0 , 而且 11 A11= 。 当且反当 5 : 0

20 齐凉性 : UAEIR ,
"

XEIR . 有 1NaAll =( al . t1

30 点角限等式 : 间,B 级, ” 有

11

月十层1≤ 11 - +111B

40 AGRma
"

, BE (R
"t"
, ☆E(R

" F
有 INAB1 ( E(A 17 -1/ B , lAxll ElAi lxl).

矩陣范数及称相容范数 ,

(列性原具有向量范数的所有情质了

连续性; 定理:以作为非上 ”的范数,短障是蓝的听含兽的连续函数,

已等价性 : 但以
×

”中任憲范数都是尊价的



(征诱导范数

A ε|R
☆

, 定义 11 A 11=mo開二,11Ax11

(a > : 11 . /11 为1
”“上矩降范数

Pf : 101(A 7≥ 0 1 A11 |=O ← sExE/R ', | 1x1)= ) , |1Ax(|=10<3 ExE 1R
"

, 1/x 1|=1, Ax : 0

≤> {] = 0 .

20 (∞A 1} = m., 11α
x 17 =α ,11 Ax( 1 =α 11 /A111

0
川

A + B 111= mGx) ( (A+B|41 l = max( /Ax+ Bx11 ≤ m1:1 ( 1
Ax17+ 1 /Bx 11 )

1|x 1|=1 11x11 = 1

≤ max 1/Ax 11 + max |1 }x 11 = 11 /A 171 + 11 B11
11x1|= 1 1/x||= )

40 txEIR
”

有 [1Ax 11≤MA1111x 1

,
即 1Ax1 k: 11-411El1Al 11 , 1141.

111AB11 |=max17A 房x 11=m- 1九111
号B311

、 11Bx 11
11x 1|= 1

≤ (11 A111ml. 111311 = Alll lN lBll]

注 : ① 1 I | =1

@ l111称为向量蕴数川 1诱导而出的巨障范露,后面简部为111!.

(b)由向量范数 1111B诱导出的天矩降范数定义为

11A 11
p
= ., 11Axp. 相应常用的有(1A11 .1 A1l .11 Allos

Thm : A = (a ,j ) ε|Rm
*n

, 1/ A11 , =max |aij |(例和范数 )

135 : tx ε 1R
"

, 1111, = 1 .

11Ax11 , = 1(Ax)i |= 彦 @ijxj|≤ 彦彦
“

|aijl 1 lxj 1 =谎kj} lxjl

≤ m

幾: a 彦(
aij1.

彦|x ;|= 11
x11,

二嘴品彦 laj1

即 11A 11 , εms為 lGijl

另一方面著副和的最大值在豪化列取到 , 即以宮( aij|= 彦“ 1Gixl



取x =θ k 则 ( 1x11,= 1 则 11Ax11 , = 彦(Gik| . 即 11A11. 2 -1( He ,ll 、
=

彦↑(Gial
=的鼠 n彦

(Giji

∴ 11A 11 , =飛知語 1aj 1

Thm , 11A 11的 = mhism彦|aij||行和范数 )

pf : Ex← (R
"

, 11 x 1/∞= )

11Axll∞=照照1 為qjxj 1 ≤ms彦 laij| j 1 ≤m彦
1Giji

即 11Ax 1l的 Em知彦 laij|

荐嘿彦(aij|=彦 ”|μy| 、 令义
= (sgn (ak ,,

…

, sgulacn))?

111A11 ∞= 彦aj|= mon震 laijl

若约有將征值入, λa , …λ n , 记β( 约 ) =momlx ;1为A的谱串径

Thm : 11A1 k=ATAT

Pf : ATA对称正定是的 ,则存在正定降必 , 便得山 (ATA山为对角降

计的向量为某特征向量

漫 ATA的半等征值 0≤λ n ≤λn. ≤… ∵λ , iv… on 吸对应的单位正变生等征何量、构成顺”的一组基AV; =λ ivi

VxE 1R
"

, |1 x1 ] ≥ 1 , x =xivi 且彦 αβ= 1 ÷ ( 流α,π為成vi] = 11s 1" = 1

11Ax11z =|Ax ) ^Hx = xTATHx

= (為giri}“A% *;wj)

= 為α iviT1l彦 js}jvj }

= 流彦λ j& iα jviPvj= 彦,λ i α i= viPvi = 流, λixi㎡≤ m 、
→> 1/A 11z ≤☆(ATHT

另一方面: 11Av . llz =λ 、 = P(ATH) ∴ :11 A 吗?A
“A7

推沦 :崖行时称 , 11A 11 - =β (A )



(IV」矩降范数和谱半经的美系

NP(A ) ≤ 11A 11

若 β(A) = I% ) , 对应的特征向量书 r , 约 0 =^ w

则 P(A) =|^|=
"ε 11A11

”

相窗性

20 位 % ,存在诱导范及(i 1,SiE.NA11 E (A +ε

心以收徵矩降

10定义 : 泡…
:
( aij

), 对于矩降序列A… }
m”,若存在矩陣A=( dij),便導 lmtr11A

(的
- A 11 = 0

称低}收徵于A , 记作 βi+→
哟
: A

清 : ↑A}的候敛性与范数定义击美。

Thm : li
+s
你
…
。 你 ←) β+∞Gij

"

= Giji,j : 1 , 2… n

3~定义:对于仔:( μ
j》,若天短降序到约}收于0矩障 ,则称约为收矩障。

Thm : A为收敛矩陣← )PR(SA>< 1
.

pf :
"

=⇒”著为收徵巨降, 则
li+∞l1

A* 11 = 0

於入(A)为A的將正值3体构成的集合 , 後λ 。 ←λ「A」 且 |λ 、 |=β1A 1

↑ 为 *的將正值, b ≤ ( xo| "=|λ0" |≤β(A "] ≤ (/A*|| - 30=☆l 品10

∴ β()= aol<1 .

"

←
"

β(A) < 1 . 职 ε=÷β1A上 s 0

雪矩阵范数11 .11a ,
s,t .1KA1( x≤P( A ) + E=☆PLAYa 1

Os 1AllaEllAll - o. k+ tusslimI /Al4la - o .
《十十口

推论 :11 A11 ), 则有为收敛降。



Thm ① : 豪 A
“吸敛←)β (A3< 1 .

pf : 属拟 :惡A ↑ B區A “

"
⇒"
:

V ≤ 1 |1A
1…

"1 | =1 (1Blm"
.{'

m" 17s 1/13 " -B 11+ 1/B -1
}lm

"11 - → o,r-

即 1 约
“

11→ %
, 所→心 , A为收品阵。即 P (A|S1 .

"

← : P( A ) ) . 取近二÷” > 0

存在矩降露范11Mast.11 A11 x÷β<t)+ε=⇌P[A1a 1

111}m ! ☆1 |α=1(k : k11ε簿1(α≤11A11 ?A 11.11
A11g*
"→

0 .
m
→+∞. ,

Thm② : 当意 A ↑收徵时, I-A可逆且(I - A
)
“=约

”
,

并存在导范数(11小. ,11] - A 1∵☆↑1/ a ≤

,1 A11.

Pf : 假瀑 I-A不可逆 , 即(江1x : 0有非零解x。

即o . , x : Ax

∵承 ↑協徵⇒P ( A)< ) . 取 ε : 的 β低
),雪诱柔范数11.11,, { .t. 17A11a < /

1/x 1 |α= 11Ax(7 a ε 1(A 11a 1( x 1la <1kxx矛盾

(I- A)震A * = (I ·{ t)( I+ A + … +斤^ ) =I - Am +→ [ , m→+∞

(I - A]彦 A
* = I →([A

)
“ Hk. 1 NI-A1

”
. A↑ 11,≤ , 11

A筛.

推施 : 11A 1k ) ,111满是1NI 14 ,则上 -A 可逆 ,且KIA
3

"11EMA

Pf : P(A)EI /A1 <)
.



乌出 ☆ 敏度分析和得差循计

( - 1窮度秀析

满足11ASA( 1 ,

①著xb ,素数降A非奇异,有小扰动的 , 即有→ e 8的,

相应方程组的解也有扰⑦δ x. 即 ( A+ { A1 ( x+δ x )= b。

→⇒( A+SA )δ x +δ H . x = 0= 3δ x = -(A + SA)
”
. SA . x

18 x11≤ llA +gAI'"
1

IAAllllxllE I
- lAMlHSAIHA'
IilISAIl- I1x)

1 飛- 11 A1111A 1)世11A
”1-11A1 期+↑≈

11A“11- 11AMM3
A1 “

相对淏差放大美 。

②著Axb ,常数项有演差多 b ,也全引起高程解的扰动

即约 1x +§x) < b + gb ☆ H δx =δ b ≠δx = A
"

sk

1s 11 sllA"kllsbllllla lAxll NAll- lxll s )AAA

“:11A“
”
(11A)篮

定义 (天巨降条件数了 :著A非苛异 , 张 (A3 = Cond(A) = : 11A 11 .11
“

”11为A的条件数

注 : ①条件数大 ,则为病态的, 反之条件数小, 则作为良态的 ,

② 任意两个范数下的条件数是等价的 ,

③R可意义 : A=低"b= min {18A12 : A +A奇弄} 。

即在谱范数下 ,一个矩陣的条件数的倒数惰等于別矩降等全体奇异矩降所成集倡的相巨离,

④ J至 (A ) : 1 lAllillst" Mal(A . A" (- lI1| 1 = ) .

Thm :若约非奇异、
Bε 1顺

“非零 , 假漫与 A满足11A”11- 118A11 < ) .

荐 x和 x+δx 房·別是线性方程组 Ax =段和 (A+δA1 (x+δH) = (k +SA)的解 ,

则@:繼賄鬭了 、

当的》 较小时,鬭活( A)(眾)



(仁)精慶估计

(I)漫用某种计算方法求解线性方程组Ax的待到的计算解,

令r =b -Hx= ta -Ax . 11x -xll = lst'rll l /A"
I

1- (1- 11

即飛嫌 {1“" |A↑ 1 、 取舌穷范数时,
必111∞≤ {∞(A)期1111∞ 、 是键在于如何计算11的“Y的

后)盲人爬山法 : B ε 1及
”,

古计1/ B11,

定义函楼名fx) = 11 }x 11 ,= }bjxj) D = {x← (R ”: 1/x11. ≥ 1 }

易证 :flx,是函数.方凸集, 则求11B11 , ←☆求fx,在 D上最在值 ,

令 11 x011 =
1
. : = sgn (}bijx; )=sfx) = 流士获bijxj

<f = VT} = (BTV )
?

, γ “栋之 ,
… … 专的了 ?

W = Bx
,
正 : BT0 .

Thm 2. 5 . 1判断 11 的≤zTx则| / w11, = 11B11,

著吧∞☆ Tx
则11 Bejll , 31(Bo) , 其中)满足 ; ) =1

的
,更新o = &j

(亚)估计一个计算解义的精獗 。

①利用算满 2 . 51 计算 11A
“

"心
、 得到估计值的

11AY1∞= 11AT 11 , 令序
”在算德 25》 中 , 计算W:成和 Z绍 《相当于求解ATW=x, AE : 0 .

②计算☆=|11 /∞,β=1 |bll∞ 和 11A 11∞÷µ

③ ?:的的可作为计算解的相对差深的一个估计,β

(IV)著成的精慶太低 ,可將或作为初值 ,进行迭代于fx)= Ax-b 上,

步骤 : ①针算 γ= 的-Ax

②求解Az = r

③计算 x =☆+ 正 ,

④若的xx
1 的 εq

则结東,虚则成= x. goto ① ,



鸟工 ,是舍入淏墨京析

正浮点数 :计算机中的浮点数可表示为 x : twx数矿 《基府阶 Jcu
w : do

.
of, ofa - -afE )

,t尾数位数
、 0 ≤di <β

著代。 ≠ 0 , 则称为规范化淳点数,

记浮点数金体构成的集合为于= { o} v { x: x =± olo, dda …t, α☆
]
, 0 ≤ di <β . do ≠ 0 . L ≤J ≤}

, 于可用四示数组或紧画 ( 绍 , 上人山
,
个有限集 , 有( β13β t

{4

-L +1341个元素 ,

·寸称系布在 [M, -m] 和[ m .M 了中 (不尋距 」

的 :β|= (β - 1 +③“ ←" +…+β ) . βU =β比*( 1- β -+ )

IEEE stamolard

单精廖( 示, 24, - 18%,a} ?

又精度任 5程 - 10马, 102) 洲品 030%
,
M 元 10308

)实数表示成浮点数的相对漫差 。

记实数及在浮点数申袁亦为flix)

荐 x = 0 . fl1x3 = 0

若州 。☆ M
. flcx)为于中最接近于x的浮点数 .

(舍入法 )

荫化 1 > {M , fllx) = (NAM (上溢 )

若 |x | cm , fl 1x) = 0 (作溢 )

到理 : x, ℃z εf且相邻 ,则 β t。必
(

β“

Pf :不妨漫 0 sx 、 < xo .

x. = d0 . d. …t<∞ BT
→
( do+ 。+ … → 感…|×☆ 「最大「 值β ( 1- β

-t )



若 1 治入, ( 1Bt) , 之一九 , 二场“ BJ

著飞, 二马 ( 1.β-
t
)

, 浮一飞, : β比人号丁 .

Bt1
x

4 εBrt 口
.

定义 : 机器精魔山 :α ( 1和接下來最大的浮魚数距离)≈式 β比及精度:比 ≈ 3 - 53≈ 1016

Thm :} m:| x |≤ \ ,则flx) = x(+δ ) 1 δ 1 cG

B5 : 不妨濠 x >ω . 存在区 、 xRs.t . <☆ x ≤ x目

Ifl: l(
s)-x1 ≤ 或

k -x
1≤
i βrt= U .

亚)基本退算的舍入溴差

。示志上… 女
,伸任意一种运算

演a , bE第 , 在而先生溢出的情况下.fl(aoB) = (a 0b) (+δ) 1号 |≤ U

(IV) 向量崽稅的舍入误差

引理: 若1 δ ; |≤ U 且 n
.

μ≤ 0 . 01 则 1、 B 比≤ 別 ( 1 +系 i } ≤ 1 +1 . 01 n 比 .

或求 (1+δ : } = 1 +8 . 181 ≤ 1 . 01 n 的

Pf : ∵|δ i / < u有 15- μ]^≤π
(

1

- + 系 ; ) ≤ ( 1+ G,
"

由 Tay 10 r 展开: ( 1- xs ^= 1- mx +(m
." ( 1-θ x)mEx^ O< D< 1

.

⇒ 1 - Mx ε ( 1-
x
)M 31 -1 , InHE 1. m以 ≤ ( 1、 k)

m

利用 e
*
≈ 14λ 十五☆“

”

+ …

: 1比九十还 , 入 ( 北十 ”
…

…3

当
0 ≤ x ÷ 0 .01时有[ +☆≤ { *

≤
1 ←x←Σ.

01xe* ≤ 1 +1 . 01 x

⇒( + u |^≤ eM
:+
1 u/ n Ψ1□.



设x 6 F.
”

, gEY
”

, 估计 1f&(xiy) - xTy 1 的上界

令 Sk =fll流xiyil

s, = xg,( 1 +γ .) | 8,) sd

Sk =fl (sk, +fllxayal) : [Sk, t xayk lit 8al] ( l+ ba ) 18a1 . SNal ET

于是有fllxτy) = {n = 彥"xiyi ( 1 +| is获
”

( 1+δ; 》

二流( 1+ε i) xiyi

其中1 +ε i= ( 1+ Ui)菲
”

( 14 系
j”

定义 : δ . = 0 . 1fl(xiy - xTy 1 ≤ 彦 1: |xiYi 1 ε 101 nd 彦xigil

(75}矩降基本追算的入溟差

当引入主号 : | E |= ( ( eij 1 )且 | E 1 ≤ ( F 1 ≤3 ( eij | sifijlij :1 , 2 , … n

误A, B ε},
n*

∞, 且αεf

JHKRA 3 :$I 5 + EIE 1 EI∞A 1
.

fl(A+ B} = A +B +EIE |≤ U (A+|

H(AB) = ABTEIE)EI ,OTM / A 1. 1B 1 .

向前误差分析 :通过估计计算解索精确解之间的淏差得剥 、會入课差的需索精确解有美

向后误差分析 ; 把计算过程率生的溟差归绩为具有}差的原始数据的精确通算,

(德)刺宜出消危德的入深差分析

思想 :和用漂点数的基本追算的入溴差理论对副主民消真涉进行向后误差分柳,

即证明用列要消真德求解Ax=b 时, 它的计算解 π满是 (A +E) ☆: b并給出瀑差巨降E的上界估计,

1 A 的三角分解的售入误差 ,



定理 : A 6年,
”

,有三解解且 1 . 01u ε 0. 01,则高斯消武法得到的单位下三角障之和上三海降的满是 :

I . G :H + E, 其中(E 1≤ 2 . 05 ma |Ʃτ|. /d 1

pf : 预 E = (lj ) t= ( dij )

由高斯消家法的具体案聚可知 :

orij =liji = 1;aigtt" -flsaj"-fl( hia-oij )ij:drt . … , n

hij : l,j
"
:fl( aij

" .

fllli:, , ( hi",j ) )

3Gijkt " :(aijt-Ilit-hikj 6+ ts ]IitEl IEnlEh .NIs4

Mij : dijlt +Sil -
彦

( dikdaj ) (+δa) |δk / s 的

⇒Gij ?g+ 蛋” (linuij'πg
8k

流 liadaj - j

eij = ( li, uijl系+ 藏 ”⑱-δ6

∵| Sk 1 ε 1, o )mUso . 01有leijl÷00
zn 焉( li11dkj1≤ 205 彦hiiladig,

推沧 :}你 ε第,

”

可逆, 且1.01mU≤ 0 .01 ,例用列官重消充演计算得到的单位下三角障亡 ,上三角障山的及排利高降 β满是

I.☆= PA + E , 其中 E ≤ 2. 05 ma |☆1 ,/ 的 1交換矩降的行或副不 (入售入溟差

工,求解三角形方穆组的會入误差

Sxb为漂点三角高程组,可逆 ,且假湿101nu≤ 0 . 01

则 Sxb的计算解满足IS+HIX =BIHis 1 - o1 na /s 1

了列主庄消索滤的盆入嘿差 :

列云秀 4: PATE : E , T IEI ≤3 - 05 BG {E{/的 ?



求解三角修官程组 δy=β b 的x =g

即得到的计算解成应滿足 : ( E+ F3 (µ+ G > x = s

即 ( L的 + Fi + iG + FGli= Bb . 其中 ( F1 E . o 1ntelil , lal ≤ l .o 1 ndulh )

SH = BT(E +Fi+ EG +FG )

1851 s 2 .05 Hutl -ol mal tl ol and t .osallxhiamus lEs lhi

≤
4 .09| E1. "|ai

E乱素的绝对直 Σ 1 ⇒1 / 亿 11的 sn

列重元消家法的增在因子β : m
兜luijy的飛 1Gijl

l vills an m;tftij 1 : Pn mf, Iaijl E m .Pl1Alls

Thm .
A ←}州可逆且 10 / nh ε 0. 01

则用副重元消和滇解钱性方親组Ax = b 等郎的计算解 》满是

(A + SA } 女 = 后
, 其中 11A 11∞≤4. 09n

3
β1 /A11的



Chap了最小二乘问題的解法 A ε 1Rman

10间題是什么20解的存在唯一性
“

数值算德

40敏度分棉和淏差秀柳

x, + c+… +☆m

ExI : θ . 作 m次测量 x … … … ≈—
m

H= 流xi -O 低成性回归 1

Ex2
. (lxi , gi "} i :

"

,

鸟. 引最小二乘间題的定义 ,存在唯一性

|-1定义 : 給定矩降Aε1
kM”逆向量 b ε (R ㎡ , 求解x←

层”便得 11b- Ax 11=rnllb
-Ay10

即家所谓的最小二乘间題 ,
简称 LeastSqrarel<s )间题

r(x] = B-Ax京残向量

最小二乘问題的解为幾性方程组x= b 的最小二乘解 。

当msn , 称为超定方寝组 : 当m 山
, 称为尔定高程组

根据 mn队 ranR (A)的不司 , 就为的不情形 。

10 pm = n

lil ram/ (A) = m = M

siil rank [A ) = kcm = n

20 m > n

s rankI/ A 1 = Ms 的具考虑之情形

i) rark低) : 层cnam

g
0

man

( i) ram层 (A ] =的 < M

si )ranitaltt) = kama n



(F )存在性和唯一性

A ε (Rma
^

. 记售 (A) = {y ε 1RM :φ=Ax , xε 1层}

剔证 : (你) =sBam ( a, Ge…a ) ,其申G ;岁月的向量

A的零空间。√( A ) :{ ε (绘” : Ax = 0 }

SC 维
“☆一个子空间 , 正家补 s

'
= {φGR

*

: yix = 0 , UxG 9 }

(I域性方程組Ax : b解的存在唯性

定理 : 方程组Ax= b解存在的毫要条为伴 rank(A1 = r&nk ([A, b 3 |

β5 :
"

☆
”

激存在 x . δ. t . Ax = b⇒ BG层约?

而层 (A 1 = spGn (a, Ga … Gn ) 则 (A1 =R ([A 、 B3]

∴ ras促 (A ) 二张的( A)二或测低,了 ) =的的( 低、 ?

"
←

”

荫 「&的段 (A) = rGm期([A , b]} ⇒ 的 ER1A ]

xi} i ∴, 即白流 xiG; 令= 论… … 了? 则胸功。

定理 : 履方程组Ax : b的解存在且雙定 x为禁任一给定的解 ,

则方程组Ax = b哈部解的集合为 x←γ[A ]

P5 : 10}满是Hy=b⇒ A ( y-x1= 0=⇒y-xEA((A ) , GE x+G( A

20著φGx +γ(A) , 则日 EGM(A ) , g = x+ z

则 Hy =A 1x+ε 1 = b

推施 : 线性方程组Ax= b解瞻」 的豪部必要条件为式(A了= 「 0},

)最小二乘解的存在唯一性

1 / b -+x 1 lz = min 1/ b- Az 1|z
≥ε 1Rn

向量 b可袁示为 b = b, + a , 其中原 ε层(A1 , baER (A)
L



当第一乎上层A ]时 , 11b-φ11 e稅小 ,此时gmin段 , 如为取极小时的残向量 ,

求解A☆= 白 ,

定理 : 戲性最小二乘问題的解总是存在的且其解唯」的亮家必要条件是↑(A) = {0} ,

限 : 维的 : R间 1世层 (A )
"
=sb = b ,的。 (唯 ·袁示) 其中自 , 级() , 的 E绍(A]+

ExE(
R

” , 后-A绍间且与。正意,

1/r(x ]/= 11k -Ax1 )<=| {/ b,~ stx |+ B ,11}= 1 /k, -Ax1{±11ball

∴1(tx) ,达到极小 <☆ ( b , -Ax1达到核小

B. GR (( A )⇒ 解存在

心了 : })解唯一,

记最小间題解集为λ cs 则 @ xu ≠ 然 ② xrs 反有一个民素 ←☆↑[A| : 0 ☆A副滿秩 ,

③ AT的 = 0 < b的 ε层 (A )
+

, θ☆ε /R
”

, A ε R ( (5) . ( AZ)^ba=ω∴£^[ATb=) = 0 =⇒AT水z = 03

多正正则他方法

(I )正则化方程

定理 : x { X< s← ]ATAx =AT

pf :
"

→
"

x ε X< s ⇒ Ax = k . ATAx =A^b, = AP1 k ,t的 ): T白

"

←
"

θyt |1
R

"| 1b- t1x+y >1z = 1 b-A (x+g1]
T
1 b-Ahxty 1 ]

= 11 b-Ax1z -zy
^
A+|b- Ax ) + 11sA}11

= 1/ b-Ax 11+ 11Ay11"≥ 11k -Ax//☆



世了正则任方法將聚

①计算 E =ATA2ATb

②用平方根法计算C={ LT

③用前代德求解l: d , 得可

④用盾代演求解 (Tx =φ , 得飞

) 船度尔析

1
~

Moore - Pearose交逆

x =|A^H“") A ^
b
← A +b,其中A的{loore- Penoose广义逆

定义 : ☆ Eknxm滿是AXA= A
,☆Ax = X ,(Ax1 P= Ax,(

《
A )T = x外,则入为升的夜逆

2日扰幻的景影响 。

懒溪水有扰动b, 且九与 xtgx分别是最小二乘问题kml你ylk和myclzullbeδb3 -Ay位的解

x =+
b, x + Sx = A+(b +sb

)十

濠 B 序 , +日
2
,为十情 , 其中后 , 6R ( A), 日 , 段

ER(A3
+

A+ b = Atb . , A
+B = A+b,

118a (l = 11AtB- Aebllk= l (Atsbi- tb. ,lk E(lAtl. ( 1k ,
"

- b , 1/z

tx = k, ⇒ (b .11☆11A11a (1xllk⇒
N.EI (At1 (1A 1s期l.llb

- billb

注 : ① ]↓ 。( A ) =|1
A

+11。. 1/ A11为最小二乘问題的条件数

@ b的扰动只有虚 (谢上的摄景影有影响。

⑤深暴估计 ☆ (a ]



鼎正责化方法更家用的方法 )

正京降 : ①← ([
“*M

, Q☆
T
: ②

T③ 二示
,

1/ b-Ax 11β=<b-Ax)^(k- Ax |=[b-Ax )「 ①T &[k- Ax ) =11 @ / b- {5x } ↑=1/θ G-@Ax

Q :如何找了一个具有上消乱性质的正变矩障 ?

(-3初鼻正变变換

(I ] Hous&hGolde
。

变榜
,

10定义 : 演心 E级
“

且 1顺: 1, 定义 HERM
”

为 H ? I- 2WWT

称 H京 HouseGoldec变摆了矩降。

之
”性质 : ①对称性 : H = Hi

①企索性 : HHT : I = HPH

⑤对合性 : HI : I

出质射性 : Ex6
顺

” ,如是九关于儿的寒直超要面s$an的镜像反射

B5 : 维
”

= span {ω} ☆ span{ω
}

θx ε (B
"

, x = &ω+ 聚中α← {R , φ iw = 0 .

Hx = (I -ΣwwT} }&w+ys

= &w+y
-25比WPw - EwWTy

= - ahe ty ,

HousaMolder变換也称方豪象豪換或初等反射降,

分宽理: 傻《 ( 须 ”,
x

≠ 0 .则存在的Ek", lwl) , 使等Housekolode的赛换H : 江一至比比满是计九%,其中x 2±1水 11红

35 : Hx =αQ , 与x桌于spam{集竟质射象

x 、 什么
比=πHx1

k =×飛 aeillz



及 ∵Hx =| I -{WW ^ ] x= x-2w比 T λ=&
e. ⇒☆☆☆ , =WrTx = 2WTxW

→⇒ 2比
^
x ω= 1| x-αq. 1law ω≠0

⇒ 2w
+
x =|/x- x&1| .⇒ & (x- me.) Tx = 1/ x-at. 1l<

漫 x= {x. , ☆
, …☆

则

?x - ei = {x - x. x… * n}

∴ 至(x ,-] ☆ , +☆i+☆3+ … + &n ) =( ☆,-+☆<^+ … +h
㎡

⇒ ( (|x11-*x .]= 1 / x11 :" - {*x, +x 2

⇒ §=| (1x 11= →☆=± (x11,

40构造步骤

① V=☆- αe. . α=1 | x1/

U. =λ,
- x = x , -1lxlls( x 1

尊价变形 : U. = x , -11x | lz=π *(x
11 、.11kll
:=—11

+ …+ xa (*a ]

著x 、 0 , 用如鼻 ,

著入 0 , 用 * 1鼻 .

@ W = 11
.

③ H = I - 2WWP = [-π
V+= I - β ro , β=的

注 : ① 不用求比 。 紧需求 V和β

过入分量大
,平方时可能上溢

}一品代替
x

下溢质造时 , vTv可能为 0

③实际计彝申, 把 v耀范虑为v .= 1 . 存 Wla : μ) 即可,



鼻满了 。
出八

①可將间量串任意若干相阮紫售为0 .

② 实际计算申不需要比的集体形式 ,

③数值性态良好 . (圖入澡差分析 O 1G ]

(ELGivans寥搀 (选择性《一些充素为 0)
.

µ" rasisbor: 2elkispfreaustlelsollkieiteereys)其冲 5 = 1inO , C =ωs区 , 易证的 (i, ℃, 日) 为正定降
k

Vx ε 1", g= G ( i, 比, @) x. 剔有

1
gi = Cxi + sx1k 获取 θ满歇

少k =
- sxitC☆m E = GoSD=, s

: sina= —飛

yi =☆; jai, 程 ⇒g: =+xc . φk : 0 .

几何意义 : Glik ,D )是座( i,k ,平面肉將x按逆时针旋转回慶,所以 Girens寡埃及称平面熟转豪换, 。

1: :) 1 % ) = ( %)

⇒ C :霸 、 5淼

鼻德京正 . d 该避免溫出b ≠心 .

① [b| , la) τ : b, β= 國c : sc .

olalall1 R = bla , c-h s=ce
.

演 : ① r不一定家正

①尔值性态良好。

(F)正京任方法

基本思想 :造取适当的正京降法 , st原来的LS间题维为易求解的LS间題,



(I ) QR亭解定理

漫A ε (服 ,

m

则自有 QR部解AQ售a…
g ”

, 其中 Q ε 维的
xm

为正变降 , R 6 维
a^

为具有非崇对确亢的上三角降

且当mi的且约非奇异时 ,上述需解是唯一的

pf:对和用数学归绚法 , 当 n =1 时, 存在House的older 变换H , δ. t.HA=e . 即衛α=11t11z

假误寸心成宜

即: [ A. r ] , A 1 ε 1维
mxln”

) ,根据假提 A,有比强多解的 ,“铅)

其中 ⑨.ε
1R的

×“正意降 , R、
ε11x为具有非管寸亢的上三角降

θ ,TA = [a,A. , θ . iv) = [ }, a,π0 ]

yodivolpm
.

让 y简影构造 Haskmrelamunt", st. ( il ☆ ):(}… ….
令 H . =
(

^ ) ε 1kmam 为还落降。

H. Q ,TA : {
*

" ) ( %0
i0 ) = ( β。 ) :(%

Q = Q. H .京正觉降.
A = Q售)

瞻一性 ; 加 : G . 你非奇异 ,

若比尔解不唯一 , 则 A =② : QR , 其申θ 。θ为正变降信 , 成为具有对开正的上三角解

毀鬭
B ∴ 单位降∵近 : @ ,说二层

(区)正交任方法求解最小二乘问题

AE |Rman
,
FenR (A ) = n , bE (R

的
→解的唯一性

存在正变巨降③ .使得A= (售) , 《 ε 1Rmam为正愚降 ,

1 | 1 Ax 、 B1 | ?= 1/④TAx-θ b̂11 %= 11(售 ) *-θ^bll

Q “罵 ”, αb=( )b治



:11Ax、 b11: = 11 ()- ( 台)1 := 11{x-ε .1lz + 11<alz

: x是 Ls问题的解当且体当 x为 x: ε的解。

基本步骤:

①计算约的 Q信系解误键了

⑤针算C . = 法,及

③求解上三角形方程组Rx= [ ,=⇒ x .

利用HouseMolder变操实聚A的须命解α, 00

AHa…- 沿) Ha : 结 Ha ]

则 A : Q 1 号) . Q = H, Ha … Hm
.

注 : ①尔值情志良好



Chap斗钱性方程组的直费迭线点

直接法 : 经过有限凉运算得的瓣

迭代德 : 按照某种黎別构造一个向量序列它1 } , 」 . t.µ∞
x
1 )

: * ,且女满是*二白 。

§4 . )选代

红 1定火 :钱性官1组x =
b
, 可多解为A:一时, 其中日办非奇异巨降。

可得到闻解方程組A, x = 月zx + b ⇒ x=裝 * +學
可简写为 =Nlx+ g。

任論仍安始向量x ), 馆迭代 x
=
{Mx(单、 *

,

* 1为选代公式 ,M选代矩降 , g为常数院单步藏性定常迭代

由必生成的向量序列他1}对于器
x
“ =
x

* . 则x*= {Mx* g再同解性 x
*
: 和

定义 :著 x={《\ x+g是Ax= b的同解方程组 , θx(” ε( R ^)、 作迭代x☆="{xl^+g

所得到的向量序列他;恒官棉限 ,则称选代是收毁的

亚)收毁性理铃

定理 : 解Ax= B的迭代法x 1
k+
"=( x
(

↑+ g收錄的亮出必要条律是 ↑<{KYa 」

β : θx"( 」图 ” ,由迭代法得到化
(
} , 著也*是Ax =B的解, 例好也满足4 *={ Mx* +g

1/ 1x* - x(
k+" ||=|/x*+g- (/lx"

+g}
(1=|/

↑ (x*- x("1 / =.…=| 1 [ ↑(↑+*
"(
x* -3 '031|

由 x”的任意性 , β∞ x 1
k+
" =☆ *Σ☆liun1

/
k+ 1 |=0 ←){M为品矩降←了β (M>s .

推论 : 若迭代巨陣M满是11191|< 1 、则选代法x (《
*”
={ Mx<^+ g收身

沿 : 通常选迭代矩障 ,范数和的范数 ,



源煲署估计

TMm 1 、 解Ax=目的迭代 x1k
+
" ={|x
“
+g , 若息 ☆ (1 M1s , x

*
为Axib的解

则迭代德 * 1所严生的近部以解
x1 k )与准角解 x*的溟差有如下估计式 :

11 x 14. x* 11 ≤F"
|

/s ("-x 1011,

pf : 11 x
3"
- x
*
1| =|(/4|xk

-"
+g
- (11/|x*+g3 11

= 1/ {m (x
(k"
. x
*
) 11

≤ q |/ x
1k"
- x
* 1|≤ {

↑
行| / x10- _☆

*
11

1| x1"- x
*
1|≤||x 1"- x^ "||+| / a<" -x *1

≤ 11x 0?- x^||+ q1 |x (
0、x *

1
) :( 1x(k, -x*1 |≤下

↑
1

|x "-x 1“ ”11

T所测已 。11x* ! - x* 1
|ε
{1

/xa"-x 1 k)||

注 ; ①具要 1M1川不接近于 1
, 则用 11 x“… 、 x“|來控制淏差 11 x <。

x
* 11

.

②迭代法通常不能得到方程组的精品角解 。

对于预先给定的精度控制小量ε> 0 ,只要|↑xk ?.x{ k") |<ε

可院 :“为方程组的近以 ,否则选试继踪进行,直到满定精蔼要求。

《如果迭代收冢 ,由于与初始造取开杖 , 因此选代过程中出现遥算错深

也不影响造代原到的收敛 ,

(IV」收多速度

判断迭代 ”

好
“

与
”

不好
”

的标准为1x1.x *11 名尔于0的胭慢,

給定 δ30 . 满足 1| x 11! x
* 1| ag{( x11 -x *11所需迭代次数的李小 ,

lx(k -x * llakll Ilx! .x* ll .



I 理: limI 1M01 S:P ( /1)
《 十心

多: 入为似的將正殖 ,
入
“
为“的將近殖

LPCy)'
E
PIMt)ISIPlI☆ P)EIKAMMITT

另一方面 . EE > O, B{=N
+ε M ⇒β (BEc ) ⇒层为收激矩阵 。

即. B= 0 . 別存在自然数犯 , 当
k 。 《 时( 1↑1

(
a.即 | 1↑↑^/ 1 ≤ (β1/11 ) +ε )

<

HE 30 . K 当 K 时P ) ElAkI1% ≤ PCS|+ E .

由引理 :对亮分大限 , 用 11 ↑↑11 <δ剂画迭代速廈时,可近似地按!β(s] ↑] a 系来决定级 ,

K 二 psaylnδ=
-
P{y与续与 1「 -β∞β(×3)成反比。

θδ> 0
, 你要 k -斯βiyla

δ 有 11xk"-x *1 |≤δ ( 1x∵-x*11 .

法 R… |s ) =- ln们京选代的打近尔速厚、

Bk (/x )=
的 11kx↑↑
/为服淑迷代平均收徵速慶 ,

注 : ①β(SM)越小 。得的以越大
、 收徵速慶越高 。

②对造代矩降就別为. 口的两神迭代,值的 15. 3维∞(r口,称为雨种迭代的速章比

例颜 : β(. ) : β [{/ b ) a 1 . 则R ∞({ .)/R∞|sM.|=Σ .

此迭代构造

A = (aij ) p = (
a"

…
an
) L

, μ 5别为上下三角部分,

A: B- L - 的

① Jacobi选代得场一红 +比 )

迭代 x
(《+

" =
B

”|(+d ] x(
k
) +
B

" B ←x“ +g .



② Ccauss - Seidel迭代 : A = (D- L/ +☆

x
(k+"

= [D- </
"

tx
1"
) +(] -<

3

" p ←q|x 1
k)
+g

③松也迭代 : H =式 D -的
“
B - 2- 1

=|的 )B - < 1 -{≈ p̂ + Gl 1

xa+" = (πD- L)
"

( twB+ 比 ) x 11
)
+ (π□- ( 1-

^ b

儿 , 松宇也因子 ,最佳松也固素 ,

准备知演 : 一些巨障的概念

定为 1 : 对 = ( aij 了 , 著有 |a ;il }1aij| , i =1z ……

B .至少有一个;有严格不尋是成京,

则称為弱严格对角帖优的, 著有1Gii} silaijl 则称為严格等角品忧的。

命题 1:著為严格对角帖张的 ,则约必非奇异 ,

pf :若奇异 , 则日 xE (R
”

,
40使得Ax= 0 .

不妨误 |xk |= 1|x11 ∞=on |xil ≠ 0

Ax = 0 的第自行 : 1彦 dj☆ ; |=|Gakr+ 承的 ojxj 1

? ( GkG | .|λ k|-承 1aaj 1 .|j 1

: | Gkk | ./☆ k )
-

承| Gj|· |风kl

) 心 。 矛盾 、

定为之 : 漫 = ( aij ) ,若存在排別巨降 β , 便得 PABT = ( 階別则称A为可的矩降 ,否则称A为不可子矩阵 。

导价谎演 : w = { c . 2 . {, ……}有两个非空系集合满是 SUT: ω, SMT=θ , st .aij =O( iEs, }仍则称为可子的 。

Thm : A不可了→ A对应的简向圆是连通的



命題 : 著目为灣严格对角占优的不可约降, 別A必非奇异。

pf : 假漫A奇异。
则雪 x≠ 0 , s.t . Ax = 0 . 不光一般悖 , 假激 x 1l= 1

①可证不可能所有多量都满是 |x; |= 1
.否则若 A的水行满是|aaals 承lkjl

Ax = 0 的第原行 : &akk+ 彦ajxj = 0 而@04 彥daj☆ j|>| akk | - 承lGij/ 30矛盾。

② 语比 , = { i∵|si |= ) } ωr = {i : 1xils ) }

则知比 , Uwa = {( 2 系……
}
, 心 , ^w

= h ,

若 : 心化, 则约 x 0 的第行

laii λ i +手; Gijxjlz |aiilail -.laj1.
j) 一赢 lajy - 1xj 1

作察漫加 EW. . Gim ≠ 0则

|aiixi +HGijxj| : ( Giil - 率laij”一荒。( aj|· |xj 1

>|aiil -laj1-
赢

。( aij) = ( Giil
一ilaij 1 矛盾 。

乌山. ? Jacobi迭代

(- )迭代公式 A = D- 1<+ u) x
(k+"
: D
“

(( +ψ ) x
("
+ B
"

b

计算公式: x 1k

+"=
- "

|a .x! l"
+ass

xs '"
+
. … P Gin X.

"
- s, )

xlk
"=
- -

uilan, ☆ !"
'
+ Gasxgk" + - + GanXnlk). ba )

: : ”∵ :

xnlkt"- ain
(am ,xitl +ana *ehkle

-+
Canm,xnmiks

.
- or )

) 腺寝性

(红)定理:解Ax= Bx: b 的 Jacobi迭代有相同的收敛性 ,



Pf : 说 Ax : b 的迭代矩降第 } B : B
^

1 (+ 比) = ]
"

(B - A ) = I - B
"

A .

说:万的这代巨阵为索 B ☆I -D ”AT

相似,牛摔涩值相同 。

β (}, ) =β (I - D
"

AP) tramsβ1 I . AB" ) : β (1B"YI -AB "] D ] :☆ ( I-B"A ) :β (房)

位1定理 :若A 满是下以原伴定一 ,別其了acoki选代收名 ,

① A是严格对品优的

② A为高对严格占优的不可约阵,

1pf : ti , Gi; ≠ 0

①选代矩阵 β= (b,j) . B
= B
"

(<+)bij=-πiij 1i≠j" Bri = 0

11 B 11∞= m卵彦 1bij |=的地彦μ
aij"

s ) ⇒选代清收徵,

法二 : 演入为样的特征值
. |n 1 ∴ ) det (λI- B} =☆

>I. B =λI - DYL 4l ) = B
"

|dB- L - G ]

入D- L- G 房严格对占优→ 入 B - ( -比非奇异 → det (aI- B) 40 矛盾

=⇒ P[B) < )

①A是弱严格对占优的不可约阵,入为B特征值。 191日 1

入B- [-比级是弱严格对角占庞的不可了降☆< D-L - 比为非奇异 . ⇒ 张ei (RI- B140 。 矛盾 、 →β(B) s !

世定理:著Ax=b躬系数矩降A对称且aii>0 , i= 1 . 2, … m

则Ax= b 的Jacobi迭代假錄的亮要原律是A> O ,ID-A30 .

Pf : 选代乓巨降 B = B
”

|[+比 3 = I- B
”

H ≥)式|I -
5
之ADBi

A寸称 ⇒ I - BA 对称, 其特征值为实数

及 B ☆ I -DAD或
s 得的串尊正值为实数

,

Jacobi速计么☆☆☆ P[B) ← /SI - B 与I牛导正值均为正实数,



二 B = pi ( Di)Bi, I+③=Bi | 2I -☆A 15] Bi

∴ B☆A 5
式
,
II- BEABi 正定

。

←3 A , 2 D-A还定

鸟4
. { Gauss - Seidel选代

(- 3迭代公式 : A= { B -L ), U xlk+"=( B.< s"Hx "+ ( 6≥-<3
^

b

实际计算 : ☆: 17- ( /x ( kt
"=
lx (k>+ b

=⇒ Bx 11k+)= [ x 1 k+"+ hx11"+ b

=⇒ xk+"= 1
)

" [
x1k"
+ 1BUx 1 k" + D"b

计算然式 : x
!k
" = - "| a1 z☆

!
" +h} *3
)
+… +Gma"

-
B. |

xalkt'= -
a;(Gs ,x

,ke
" +Ga 3x

,+
- … " Gamhn

"
- b. )

:

x,
kt"
-
un(an,xilkt

'"
+ ana Eake'

"+
- + Gmer, xmikt

"
- Ba )

二)收敛性

1I 1定理 : Ax = b的系数矩彈A著为严格对角台优或弱对严格角占就的不可鸽阵 ,

则解Ax= b的 Gauss - Seides选代收敛。

(区)定理:著斥x = b的系数降寸称正定, 则其GGuss- Seide)选代收敛,

注 : 枪京也迭代应宦理的特辣情形,

多年 . 4松也造代

G - s选代 : x
(k+"

= 17
"

( x
1k+"

+ B
"

Mx
1k)
+ D
"

b

= x
(k]
+ B( ^ [ x(k" + (a -B > x

1
k "+ b)停正演 ,



xk+)可看作 x 1”加上停正漂而得 , 修正因孙) 、

松弛选代;x 1 +
"=λl
" +ω[[ x | k + "+(U - <B)x ( “" + B )

= (- ω} x
1k"
+ w ( 1)

"(

x (
k+"+
1 B"Hx 11" + B

"

b )

计算我 : xike"= (t -arsx, "
-π
Iaaxis"e

-

i " -" Gimxm
"
- B. )

xhtt" :

hingxt
"-r-wixha

.,

ax
* .ftaxs-

d
"y -
g "
:

. :

选代矩阵:x 1 k"=| ( 1- w)I + WD^ψ ) x {k" + mB"Lx (k←" + rB"b .

x
1k+"
= |I - wD

"

[)
"

( 1- w)I + wD
"

u} xla)+ w /I -oD" (
)

"p
" p

迭代矩阵( w =| I -wB ^[
)

“ "
(

1 …m )I - ω☆ “
"

☆ )

=|B
"

( B-ω(1]
"

[ D" ( 1-ω1 ) - wr 」]

= ( B- wL」
"

/ s, w/ 1B- wul

称为境旁也迭代 , 心为粘也因素

当化71时
,超樵也迭代 lover - relaxa£ion )

端称为逐凉的超松弛迭代

当 ocwsl时, 低松也造代 (under - relaxationl 了 sucessive orer- relaxation [SOR?

当 ω: 1 时 ,造代

腺及性,

(红)淀里 : 松也迭线收命的必要条件是 o 《 w < 2

⑮ : 造代:德吸欲 ={ β ( Lw) a 1

鹭入… …心家 l心的特趾- (detlluwll= Is. - -Amlas

det | (w ) = alet | 1I - wB^Ls"] det( (-w)]-ω B"u} = ( s-w)
"

.

∴ OG WaI .



位1定理 :Ax = b的系数矩陣A著为严格附角占优或弱对严格占优的不可的阵,

则解Axb的松弛迭代当v <w ≤ 1 时峻尔,

注 :两个严格对帖优矩降加起來不一定是严格对占优,

(西1定理 :著Ax=b的察数矩降自对称正定, 则解Ax:b的樵哥也迭代对ocwaz均收愈处,

f : 漫为迭代矩弹的 ω的任-特征殖 , 也为其应的特征何量, 即

{ 1 D -m <
1

" (1- w) B + wll | x = s λ x .☆≠

即(11、w) B + uμ ) x =λ (} . ω L} x

s其轭转置
⇒x *

([1- w3D + wn)x =λx*{B- wl/ x 入二—
飛 (Bwl)xx

*
(
1- m) B + wUx) 的

漫 x*奶 x ? δ . x
*
Lx = x+ iβ , x

*
Hx = §. iβ . | KT: U}

☆ 仁——和 18+ w(α 、i
β)1㎡

—( δwx
)

㎡+(ωβ

)(《m)δ+ wa)
}

+ (a照步母 _ 步子 = {δ- w&p - |q-ω)δ+w]
3

J. w (∝+iβ)

A正定 . Gii > O . ⇒δ= x
*
Bx > 0 . = (3- W/ δ w ( δ·I*]

.

x
*
Hx = x *( ].- L - U3 x =δ. 3α> 0 .

=3 O< W < 2 时 (2- ω]Sw | s·a&} > 0 . =⇒|^|< / ⇒β (<w) a )
.

( E」 最值松也固系

当 ω为何值时 ,造代欣毀速慶最快, 收毀速度: k 三 — —∞p<w) ω取阿值时, β( <w」小 .

@实际计算电 ,通常选用而同的 ω值 , 用相同的初始向量进行计算 ?

选代相同次数 , 比較残向量最小的 W作为松部也因子 ,

e根据 Pcw)随乱的颤化酒线

在不能得到准确的最佳松也因马时, 宁可取得稍大一些 ,



Chap 5 共轭梯慶(A正定了

) Ax=B . AE1
R

对称定, xKEk”

微φlx )
=xTx一风為xiajj一票 bixi

管理 :著 Ax =白的录数矩阵对称正定, 则x=b的求解等价号求必他) 的核小值点。

Pf : 10若 x
*
为 φ凶1的核小值点 ,则飞*为中他 ) 的焦,点

即 *满足毙=
彦 aijxj- zb;= 0 i = 1, … n

→ 彦djj
*
- bi = 0, 即 Ax* = 白

,

是
“

著 x女为 Hx = b的解

tYε|R
"

, φ 1x
*
+y1 =|x

*
+G/ TA (x

*

栋)
- 2 bT(x*ty)

= [x*]
*
Ax*+y

^
Hx
*
e (x*] TAY +Y

^

Ay -2 bTx
*
-zbTy

=φ|x
*
) + agAx

*
+y
^Aφ

-2}↓

=φ 1x
*) +φ Ay: φ(x*) ∴ x

*是 φ的极小貿点

德二 : gradφ/x) = 2Ax -sb = 0

(+) =→ {aij) = 2A 30

思路 : 合定x ”, 逐次求 ,x
@
,
…德得计( xk

"] <φx
“
]

論定 x 10 ,角定方向”
,

在 x “
+
p 0
”上求 φ的核小值点 ”,

…

两个问题 : 10如啊确定方向序到 {p1}

2
☆

由 x
1“辽方向pl” ,如何求φx 1 在

x
1+非以上的极尔值点 x

(k川

E) 著有xE (R ”, 给定间鄙, ≠ 日, 求方向飞+ *p上 φ级 )的榜子值点,

令j(α1 =φ|(x +xp ) ={x+αp) FA他+和p-2b
}
(x+ ap) =φ(x) +2α(Ax- B) Tp + 和p

「

AP ,



令 γ : b- Hx. "则f1α ) =α*PTAP-Σ apTp +φ(x)

驻点: fia|=☆ xPTAB . - 2γ Ip =0⇒α=PAPP为f) 的稅小值点

f
"

|∞ ) = PTAp > 0

即 * = 飞 + ApPB V =k -Ax
*

注 : | (
「
*
)

Tβ= 0

总结 : 给定 x1”和方向 p,
则φ(x)在xk^+ xp

(以上的橡小值点为

x
:

x +PTAplk,pInlkgTp[ k
)

(a

|≡ 1最速下降淡

φx) 增加最快的方面是梯度方向,gradφ=
2 ( Ax - b) = -ar

聚 pk” : 不么 )
,负榜度方向 ,

10取 x1?ε /k
"

, γ
l0)
= B-Ax1

)

20 造代
,ae-

,
strlly"

,

phxkt"
: xls + aprlas{

rk+" : b- ftxkt'sap (
te",rlk' , = 0

注 : ①此京法是不徽的定理5.1 . 21

②深暴估计

③ 演是逐步最速 , 但整体素一定最好 。

(四 )黄姬梯灌德

红过程

给定初始局量x 心
)
,
选:

5
" =
B
- Ax60

s

有@0 =
p

0 !
z (
"
p

)AB ,n),
x

" =
x
( 0
"+ aoplo , γ

"
= b-Ax

("
。



下一步 ,在过, 点九” ,由向量r” 和ps所张成的平面

π z = {x = x (” +「 ”月 p
0

” :素 ,☆
了上 ,找出使φ下降最恨的方向作为印的方向 B

”

令g 德 ,}) =φ (x”+ n "+yp 10)

= 化
”
「 "

+

yp 10
) ↑
A
| x"r" + yp10)

- 2 b
↑

(x“ γ "+} P
” )

直接计算 : 翼二情(r")+ Ar <"+ y| r"
)↑ Ap <

0-
[s") Jr 1" )

莉 = 情( r") TA 3
"
+} (p
}+ 5+ p

10)

令莊 :哿 = 0 得φ在π仍有唯一栋小值、
点德0 ,}01

即發练。y0, =||kh0,g .s = 0
令 β 。 =亂=—

”
, A ,Ap10 ',|1 "

=γ
" "+β op '

0!

α. =
( p
"
.s
" ,
Bl

"s
x
(
a)
= x
"
+ a, p
"

,
Nb)= B -Ax0)

,

第 K步 : βc = —
↑, HP

二份,例
“

州
k"), β^ :

《 r^+ * ββ.心
,a-"

hxf
spl ,sAps
atiPss,
x lkll

xthsaplks, pst"B -Askt1

(区)定理 :由紫轭榜慶滇得到的向量组 {r<↑} 和很所有如下性质 :

csplts ,t ' s = 0 , Osijsk .

② atsi, pls= 0 ,Osijε k itj.

③< p
1”∵

, Ap
<s)>= 0

,
Osi ,j <ki ≠j ,

④ sBcam frlo !
.
' " ,

ns} f span Iplt
0
s .
"
.
- . plas }

: sBan {pl
0s , At60,. .H"10}☆ R( A ,

A
" ,R+ ) →{srglo}空间 ,

pf :数学归绚法
3
"
=γ
”
e ☆。 p

以

P ⑮ ,Ap10 ' s = st " , A13
'
0 '

s-. Apls
"

, AB'" ? sp10s ,Ap&0's = 0

cr
'"

310
,
= 0 , sra

)
, p
"
>= 0



ar
1k" ,(

p10
' ) = ab .Ax

1 "
,p10 s 3 =sb.Ax "-2,

Ap "
,1pl

= st
"
, (

Pl0
s - a. <stp <

"
, plus , - 0

st
"
, (10

'
s = spit ,

rl
' s = 0 ,atts ,tlls-spte ,pl "- BoBlos , = st," pl' s

-
Bo aplas,phor

'
s = 0

,

定足 : 漫升是尔还定陣、著有维“上非零向量系p ”};∴。

满足 ( p
"
, Ap

1" ) = 0 , θi# j ,则称部} i: 为A 的黄轭向量系,

性质 :若 (plin} i=0A 的共轭向量素 ,则

① {p
<"} i= 1
"

为准” 上线性乱差组③m ≤ m - 1 .

pf : 在 ”上定义[ *,Y 了A = xTAY

满氮 1
“

[x, x]A 0 , 当且反当 x =0 时 ☆ )t 20

2
☆ [x ,y }A

= [y. ☆}A

☆
“
θn < /R , [shx,y}st

=[x ,ny] A = Îx,Y]

侧功,听 ]仔为Y的两积 ,

即若轭向量索 {ps}为 ⑰稅[ , 了A 下的正变系 → @@

注 : ①维
“

上的钱性乱英组在回积 [,JA下经Schmidi正变化可作出角含个量的黄轮向量素。

@ { r) i 和部“ } 。岁别是《rylo∞子空间片( A ,↑ ,反+ 场的正受基 ,共轭正变基 ,

⑤由性质θ , < p
"
, γms = 0, Osicu .

最后一个向量的裁量「“正受于p10 ”
,p
” ,
…
, lm

…"

[plis} i:
”

为 1顺
“

申的线性乱等 , 构成 )☆
“申一组基

∴ tYG 1维
,

( },γ lny= 0 ⇒ mm
)
:b-Ax) = 0 即 x州为Ax: b的解 ,



西)追算过程

10簡定初始面量x 心
,

逾
p 101 =γ 10)= b-Ax101

o=
Gm ”
,

)Ap(0, x "
=
x 101+xop<

"
,

“ 著已盾60! "'. …xhks , p ,pls. - -pltrs, 9
ppll - alklyBanplkn

"

造取 Bk- 1Sit .apla , Ap(k " , = Os Bk, - Arll
",Apk

"
'plt ", Aplt",

sk pas,A,erlss
,pll's

,
phkt" : xlk" +toplks . nlktsap .ftak

+?
.

简化逗算 :

构二幽,徵
p
,β p仙

;—
)

,
的將”2(

p"
,Ap1

ks
,

=

Cr
⑲

幽k3 ,Ap,
Bs -
-P.Aplt
' ,

)srekt,Apl
'

?
-Apls,pha
,arlkal,elk

算法
5 . 2 . 1

x
1'ε
( R”
,

计算p心
:
γ 1

≤b
- Ax1 ", ☆=≤γ o. Fo> , { o=ε {β10

℃,AB103.

对把 : 0 . 1 , … …-

O xic2.xIk: xIkse thapCa
)

② r (
a+"
: B.Hx |

k+) γk+. =ε akt , ra
'
s

③β:T* , pk': akt '+ )

βaB *
,

④ Sk+. = ε p(
k",Ap(

k+* '
,

注 : ①理论上迭代垒多 n步就可得到 Hx = b的糟角解。

②实际上 , 铛止迭代: 111k1 )認小透选代次数达到最大

③名缴性分析

定理 : 月 = I +具 ,ran(β=k , 则其轭榜鹰法主多选代k +s紫即可得到Ax=B 的解, 。

Pf : span { pl
0
. Arls , , Akplo

'} = spamfrl
0s
,
Bnl0

!
. …- Bycol }

.



④课差循计

1/1x<k! -x *1( A
ε 2 (區虚

, + .
}
"

”11x0 - x
* 11A ,

{a= 11A11 a1( 1{]̂
"

1lz .

Chapb 矩降特征值间題的计算方法

§ 6 - 1 矩障特征值问题的相差知识

( - 1基本概念和性质

(I 3 H ε1
顺^

, MEC . 系 E. ☆x =^x , x ≠ 0, x 6 C
^

年导征多原式 PA 1x 1 = det /I-A )=( d -s. , | "
(

λ- s) .)
M.
… ( s)- > )| r]

" r

n . +z + … + hrah
.
), … Ar 夏异 , i为》 , 的线数炎重数,

特征向量为 (λiI -A) x = 0的解构成將征马空间 kem {λ iI- A) . 其辩數办λ i 的纪何重数 ,

mi = M- rank (λ iI - A) 、 若的 ; = mi , M;为 A 的串单特正值 , A的所有特征殖为串单☆你可对角他

A有m斤线性敌美的將正面量

(]若存在非奇异矩障Pst , 房 = PAD” , 则向与绍相倾

相似的矩降有相同的將征值,为A的一个將征向量≤>φ : Px京得的一个將征向量

(区了三种常琵的标准型 :

10 Jorlan标准型

A ε℃^
“

有听互不相同的將征值 . …
λ 0. 基重数秀别为m( λ 、y ) … m /λ a}

则必存在一个非奇异矩
JM降

PEE μ
",

s . t ,
J. {λ i )

p
"

Ap =| ……s(a, ) J(ai=| …

Iaili)
Jilxis = (

"!
: :
'
i
) aGmisaisanyisa

")o
中 nispitti - thaichilenlail



20skur 鸟·解定理 : 傻A ε Ga
*

” ,则存在矩降UEC^
*^

便得 UHAW = T

其中厂为上三角限 ,目可适当选取儿 , 预丁的对元按指定顺序排烈 。

… 拟上三角降3实数域上的Shar只解定理 : A ε (pM
州

, 则存在政降 Q 611…
,
( .

E . OTA θ=
( … 品 :

灣 1
mo

其中层ii是一个害数或者是一个有一对寡黄轭特征值的阶酸。

F3將征值的简单遗位

最简单的喆论:|λ|≤β (A) ≤ ( /1A 11

10 (Gerschgorin第、圆盘定理 )

矩降A= ( aij) 的任意一个將征貨量少落在复平面听圆盒 §i = {λ : |s (-aii|≤ (dijl }i=1 , z … …中的某一个上 ,

()牛博征值间原的繁慶旁析

Ex.| : ∴∴)特征场0—下 。:∵… : 0 )特征值站 ,

定义 :先矩降A的將征值整体条件数W { A|= inf( 19/ 11③^11

⑨E PIA}

D 1A 3包含所有德A角化的相似蓝换短降。

定义 : λ为目的单根 ,
x的分別为相应的单位在將征面量和单位左將征向量 , Ax =slx , g

+A =λgT

相应的特征值面部案件数比 ( λ; A3=*成
定理 : (s . λ)为可对角他的降A的近似將征售息, 相应的残量γ=Ax-λx.

则 □某个將征值 λi , s. t .|λ -s \ i |≤V (A
>b

思路 : 宣部將征C 值 : 对仔作一系列穿操像
”

APK收于一个对角弹或一个以上三角降→A的所有等正值的近侧值

②部穆將征弭: (针耐性的家德了

③將征向量是Ax=Λx 的非零解 ,在求將征值过程申稍作处理可等將征向量。



$6 。
.

2幂法

目的 :计算一个矩降的按權最大將征值对应的將征向量

(- )思想 :

A ε维
”

, 可对角化 , 即有听线性我美的特征向量、金其正值为入.…^ m

不妨} |x, |≥|λa | ? … : 1shm ) ,对应的尊正向量V , Vs
.
… γ的顺

”

中一组基

θx" ε /R
"

,
x以可表示为 x 10)=*, γ, +$crs + … + anVm

作选代x (
k+"∵
Ax 1 )將向量序列x },

x
(k)
= A

↑
x
101
。彦 jA

"
℃
j
=彦 αjxkj =λ ,

↑ [α、 心. +彦票「; )
↑

y 了

当把一 、 的时, x“
“
≈ s 》

,
“ a , v

|=3分析 :

A可对角i , x0= & ω, +αaVz + … + anVa

xlk)= ai) ,↑ 2, txas.
"
ve t - ehnsh.

"
Vn .

" λi }so |xal ? …∵ 1xn )

x
1
k )=| kv , +α c(\

)

↑γ : + … +& m(
)
”. J

若小· ≠ 0 . 由于「.|← 《 i =z
,
… …

对亮步右的他 : x
(̂ ≈ sh

,
"& ,r ,

x(k+
" ≈λ
,↑+∞ ,V ,=⇒λ=μ,v

.=☆ 1
“

,

☆λ . = - 12.

x
1*
" =
,9 k[ V ,+( -1) kact : +… +αm(

)
↑
vm]

对荒秀求的 k : xk≈$ .
$
u ,+ - "auu) xkt "☆

h,ktya,Wi- tllkgeta )xlkt
≈xt
,ht.vW .thulkpara )

⇒,≈幾

x
1k+"
+s) , x

)≈as λ, *
*"
∞, U,

xlk4 lnxlasEalykt ' ,
x,t
'ai0
,s

%*
"

,xsa,



(法 }z = s

A是实矩降→ U. = V: Ar ,= s1 , v.

x
10
ε 13

"

, ☆
(a) =α , v, + hivi + $s us + … + &nWn

令λ i = Peio .
λa = Pe

- i0
,

xIks : h ,
"
a, W, t hi

"
i v, t is

"

asrs t . "+In gu on

= pk[a, e"kda +xie-"kov, + as (号)
"

vs + … + an {☆)
"
[n ]

对抗分大的法有 x( " ≈β↑{a ,eikor , +& e "kovi ) 记vi1j
= rjePoj

x} ≈ 2 β↑rj @s[k①+θj |
或《
" ≈☆β kj ωs[+]θ+ ]) }+≈<β

“

jos/ktz|θ+ oj1

λ , + {λ c =☆βω{ ☆ -βΛ.- λ z =β÷ q .

⇒xjk
+"-
( s) , +λ0) jt

+"
+s, λajik>= 0 . j= 1 , a , … n

有 x
1*+
* (1 , +Melx

|H+"
+λ$12 ☆%= 01

xL|B ,+hc )+λ,- x☆= 0 可求出 p. q =⇒λ, ≈ - +i{=1 a ≈" - i(÷P㎡

∵xlk+".λ ax 11"= x" ,(d , - λ a )& .V .聚 v.

x
1k+"
, λ , x

(0 )
: Me

↑
(M≈$ , ) AIV. 取为 V2

注 :幂清的收敛速度取决于 (愚种).「 卜部二、 三种),

缺点 :、很去 ,则易上溢 : 入很小,则骨下溢,

|E1幂法的规范性追算

对x(“ε /R
"

, x
0
" ≠ 0 .作

y0
=

疯011

选代..



①著 |s , | p|<| ? … ∵ 1λml

易看出所
}
有极限,或何啊与啊 《

k” } 系別有极限 , 反差一个负景

当 (y
}有极銀脫明B , >☆ 且 λ , ≈ m @| xi"10, ≈ x

(as

当所 )与 { φ《
+”}分別有极限v …v . 谤明 1. so . 入 . ≈~ m ) |化 i!" 1

. ω, = x
(k ,

运算时分别按l 1g-ylt "llo< s , hly'
a-

ga
- 1l∞<ε 来控制

②荐 i = - k,sh , 70 . sil= lhels ( as) ? … : 1 inl

{φ
*} Syk

+} 步別有兩个不同的极限 (不便差一个贸量 )

若有 R s.t . G""
-

ykreslous sE .

再做两次选 i代 xkt
"
- Ay
"

)
↑ .=rMptenygitslxiltenyua -t .

x
{k+2)

= A |k*Nx

③ 尼 1k}或行}无規律、 黨试是否为入 , = 泊.

作 (
x
""
:Ay
"

a+21: Ax 1ke"
联定 {

x
,

k+s
+ px,

<k+c
+ qx,

k+”"
= 0

求出口感
xkse
, p+
”十
-息也 (

ke”
二

。 0

x
1k+s)

=Ax (
k+as

计算 11 x1
k+
s ) +

px(k
+ )←

qx(
a+1 l∞著綦值小于 ε。 于 }λ=λ的情况 , λ . =-↑+i√μ" =λ z =-Ʃ↑-;Pβ

否则重复以上步聚,直至11x1 k*sppx(kz+qx1 k+
"11∞a 色 ,

著原優追算始路达不到要求 ,幂清失激 。

1四 )级幂法 「按模最小將征值 )

A非奇异 、 著的特征值| s, |≥|Ma/ ? … : 1xr 1等征向里比; 儿 ' ……

则 A
”

的特征测为入” ……心 ”尊正向理为儿, 0 … … …

因而累需求仔 ”的按模最大將钲值地烏等征向量的



质幂法 :

取x “≠0 . 作所0 =
x
( "

/11x^“"1l∞

迭代 1
x
11k+"
= A"

Y

1
ks

注 : 为避象求遇 ,可以解方程

ylk
+
" :

alkJxlkt'Yhs

值 )移位幂法近似特征值的精确化)

求与值 p最近的將正值和將征向量

10求 A -pI的按模最小等征值 µ.是將正向量v( 质慘滇了

20则地+为所求等征值 、导征向量 r

鸟 6 。 3织方法

思想 :利用相似的矩降有相同的特征值 、利用正变豪操及拍作、系列正交相似意换→新濡關
, 基本迭代与吸激性

令 Ao = A , 作部解A0= Q ,R, 令A, = R, ⑨, A .
=
QT ☆ R , @

. =@

,
「 A 。 Q 、Ao与 A ,正受相以

作亭· 解 A
. =Q

2
, 令z = R=θa

言Am = Qm+, Rm+ 1
, 令

Am+
1 =Rm+ ,@m+

1 =QamAm lm +1.

得剥矩陣序列 ↑A }
,且序列中的矩降是相似的 。还京相3 了

Ams, =QmaAmQmn .aChantAm . .E ." Ho{ … Qm Qme,

会 Qm =θ ,Qz… ①m 的 …… 您,

Aomen=lmnA0Qmt ={lme,Qm + :thmesSto Qame

=stQmn清m+ , =AoQmah的

即 Qme,mul =Aothimsθmm=sto hmRm : A
.

" h ,R , = A .
me"



金 =( r , j}θ
m的第一列☆q! m "

sA"
e

, ≈ , q ,ms

即息
,
可看作 A用 e 、 作为初始向量进行幂法所導到的向量

若A的將征值 λ …
↑ 加滿是 |s 、 , | s|sa | ? |λ s 1 : … ∵|sλ 1

. 则息
,“將收受到 A的一个属于 , 的特征向量

定理 : 激A的 n听將征值满} |、 | s| r |>…}xn > 0 . 荫丫为你的听线性民罢將征向量构成的矩降, 即 A=↑ "iY

若丫有 L比秀解 ,
则由 QR方法迭代格式产生的矩降序列 「Am}是基本收歐的 ,

实矩降在正受相似变换下的标准形问息 :

定理演 sha的标准形了

A ε1
R∞

, 別存在正变降 Q ε 1kM
"

, 9. t . QTAQ = (
“

品∵-)
其中Rii或是一个实数 ,或是一个悬有一对复落轭將正值的二阶方降 ,

注 : ①基本迭代有以下缺点的每次造线區算量本b 》收敛速度慢,

②实际计算费伪了减少每次迭代的计算量了

A 相似景冀, 准上三角降→
QR选代求出全部等征值,

(=1上 Hessenbeng 他

1定义:H = ( hij
"满足
hij=0 inj+. 即 H:(品器

” …

:) 称形好H的矩阵为Helenbery矩阵。

著 Kia , i ≠0 , i= ) , … ,则为不可鹤的 。

注 :若 Hk+.k = 0 ,可把H分块位 H = { “
H

以 ]

(世)定理 : A ε 1knan
, 则恒有与A正烫相似的 Hessenbeng兵巨降 H .

pf : 记约
”
= A ,并写成秀块形式 “

:
溜 )ai = ( aa ,as '…-Gnl, Gat -(as.Gis. … G1s )

造取 H, =
{ % 品 ) , 其中片满是Hia, =αe .

H . AH = (溜 )l ! 溜 :.) ”



对二片 Aa片进行同样的蔓換,

则筛品模以」
護灣
1

如跳进行紫 ,找到m -2 个 Householale 、客换什 …… Hm.

使得 Hnettrs … Hat.AH .Ha… Ha-3Hne= { 1为 Hessenkerg先巨降 ,

H= AQTQ 即 A : 世 H张了为你的上 Hessenke听分解 。

算演 6 . 4. ) @运算量 O(a3 ]

②参入淏差 :上述算清得到 Hessenbe等矩陣什滿足片 =张}A+E ) θ ,聚申Q为正变矩降。

B则 INElF: ≤ CM㎡|(Al) = U .

③ A稀疏 , 可通过Givens蔓换將A正交相似任为 Hessenberg
值 1唯一性

” ”

上 Hessenbeng 部解是不睢一的 )

定理 : A ε 1维aan ,有如下两个上 Hessenberg 就解 ,
HTA ψ= H , WTHV = G .

其申 ψ= [4 , U 2
. … hn 」和 V= [r , Vs …V } 是n阶正意巨降 . H = {hj } . G=1gij1 是上Hessene呼矩弹 ,

著比, = 0且 H不可部 , 则存在对元均为或) 的对陵B. S . t . H = UD . H= DGB
,

即 : A 的上 Hessemberg 岁解 @TAQ = 不可约, 法和H金由Q的第一列来角定,

在相差一个正负量的意义下唯一 。

(三 H 的 QR京法 。

"

臟解由于么的特殊性可用
hithotoshin

hithitoh' h

" lssolys
.
若 o. 满足a

!-HO= H = 1 1 作Givems卡矩降 G 《 , 2 . @. 1 =< In. ]

!经过- 1 次Givems辩换后 , 只什以为上三角解 , H " :
θ
TH
.

⇒ H = 世织,



注 :相对于对A 用 HorseMolder矩降进行QR分解 , 用Givens矩对与你正客相倒的 Hessenberg巨降H进行近分解

其运算大办减少

() 世星代选

Lt = Q论则代准Q 伤为上 Hessemberg矩降 ,

步鸟聚总结 :

10对作上 Hessambeng部解 QTAQ : H

20位 Hr = H
.
Q须选代构造HK}

.
Ha = Qa 位kHc, = RKQk .

(四) 实用的《方法( 对H了

(I ) 带原,点位移的 QR方法

HkarAR . I:QaRk , Hkes= RaQktllKI.Hiae = QK'Q <RKQKlk9
<
T⑦k

= ⑦[ QaK +HcΣ)① k =θ k 'HK① 。正聚相以,

适当造取么 , 加怯 H}的收敛速度,

取UK = HcEn 、 ) 钱性收处→二凉收鸽 1

QR = t1 - enn I
H -baI =

( *

↑ )…

…
H = RQ + hnmI

()双重步位移的 QR 方法( 约有寡共轭將征值 , 实位移一般不能起到加速作用了

,思想 :将兩步带原点移的造代命为一步

10 H = Q.
↑

A &01上 Hessen 的
erg 象解

!

I
0

H- e.I = Q, R , H. = R, Q ,
+M.I H =θ,

5
-H θ ,

H .
-µII = Q位 。Hk = R= Q=+版 IHK =☆ ,

↑
H, Q2



M = ( 1H -μ ,Σ 1 | H -µ, I ) = H
3

- sH + tI 其申 s ≤μ, td. t :ll, ille

M = Q . ,( 5 H-M.I ) = a , 2 , | b. 1 R, te. I-lr. I )

: Q , {k , ① , R , + e . | M
.-Ma) IR ,

= ( h .(H. . lh , I ) R, +O{tHM. I) R

: Q , ( H , -μ .I ) 3 , =☆響

Ha : ,TH, ③ 2: E .^
E

,"
H
D ,G ,= ③ T

5
-s 0

,

注 : ①M是案短降。 仙 = 世绘

@ Ha = @ THQ 仍悬上 Hessenberg矩阵 ,

步马骤: ⑩ [ M|= H ≡ sH + EI

② (1 M = QR

G H. = QT(+ Q .

1值,隐式世织京德目标:H → H. O [aes

荐 H不可得

(
0

iMe 、 : 德
、索款、 9

s
.
00 … 心

)
) , 其申去 = kithc .k . - sk, + t

表、 二 , 山“ 斤红上, - 后,
都 “ 即的的,

20著有Honseholdem襄換 P。将{119 . _→ xe .

则 Po( l ) e , =α e , ⇒ ( M & .=δ Poe , ⇒M的累列学 。的累别填线 ,

另 : |=QR . {1le ,= 心 . q , M的第款马代的第一別黄线 ,

可把阳的第一点作为 θ的第一点

Po = {
%
Ims]Pi -Is -β UoT . v =(等 )α=鸿+β=÷ 。

金易 : PoHP0



约化男为 Hessenbeng矩降,

B=f 'r

in.s ) "":P 2= 1 "
1

eI
.) … … Po= It

"

pir
ran)"Pin : In

"

mnil
saa

Hz = Pr- a …β .Po|+PoP . …Prc

令 B= BoB. … 'Pr .stHe:PTHB He = Q
^

1+ &

Bae . = e ,tK = 1 . 2 . n . hnaPe, = Poe ,

及由于 o 索 Q有相同的第一别 ,
由定理 : 溜二2

算滇 6 . 4. 2 (及重索位移的仍迭代 ,

运算量 lon㎡

隐式 QR算法 ( TheorerallBoc&ss )

IPA . 用算德 6 . 4 . 1计算你的上Hessemberg就解 H =。TAU. h = 的。

20後徵性判定 。

2. 1 If Ihiriuls Ilhirse Ihsie , in I ) . tol ifa. . n

then Hi
,
i - = 0

2 . 2确定最大的非鳥整數 m和影小的非負整数β . 使得

H =塔
“

篮制然“

聚申 Hss第了上三角關 , Hz为不可子 Hessen 的e听巨降,

著 m : , 剥输出相关信息。 结束。

否则 : 门寸H的用鼻素 6 . 4. 2 年代一次
,
H2z = PiHzaP . P= Po … Pr

.m.l.z

的 ) 计算 Q = Q ( IOPIm ] ,He = HapHhs=PTHas
转为 2

o



Chap 了对称特征殖问説的计算高德

回顾 : ↑← 维
“”

, A = AT , 有以下性质

10 A 的特征殖都是实名,

o存在正常年☆ , § .t . QJHθ= { "…a. )

λ , … λn为 A的等征值 , 长的第j別惟的 ij 的特征向量

§ 7 . 1世综方法

(- 1三对角很

AE 11
R↑

,
A = AT , A 的上 Heasenborg分解 QTA θ= T ={☆

:

:

…

.
i.)

∵ T= TT ⇒ T必方三对角陣 ,

过程 : 1归纳点 )

A =作 ) 。 ∴岿 + . )

利用 Householder豪换點过 R凉,
即 Alk

-"=
( t. …
- Ha.JTAtt. " He .Iysalk) 三对角了

: 2 .). = 1… … *)
^

构造 He EIRmksa<mldHee=αe . Hc = (
"

Ha}

H !
. …HaR )

↑
AH ,H .…1 - Hm.. = T

从 A
(k”
" →

A1

心 ,旁质梦的工作量 、

计算H .sHk

利用对称性 : He = I - ☆vv + β=π

令山二 } 3rW = 社一或β (VTusr

HK 33水二 ss- VrT_ wvT

A
(a-…
" _

,A11)计算量什sn 一法信



算滇了211利用 Housekolden变摆计算三寸角分解 ?

盜 : ①弄法计算量sGT = 代 T(ATE ) , KE 1lF ΣC ) ( A1lF比 .

仁队与T作世须疗法

带原点虚移的 Q层选代

TUI =QRT =Q☆↑=QTTQ.

由于Q层迭代保持上 Hessenharg哥十寸称悚 ⇒ 「 仍是三寸角的寸称降 ,

①最简单的做法 µ= Tan 0 (ε^ ]

②更好的做清 : T(a- += m , m- 1 : n } =廢
。

器 )

取µ为 T(m- + in ,n + :∞ )的两个特征值中最靠近an的一个

µ= &n +δ - sg的 }率βn, δ=a
-an

凯ilkinson 位移 。 OsE
③
)

③更漂亮的倾名漆 :隐式对称Q算法

隐僧的方式害現Tπ→ Tk +

考虑一次迭代 : 「地I = Q信 T = RQt地IT= QTTQ [→↑

”

∵
…, 路)

學1。。o
<

Te
、= Oe、 裴率的系列作为Q的系列,

20 B = C . TC .:
( "

s.1 | ": i " : . I: 义 x1
《 5

;將仍用 Givems变换 《为三捅,

B)aJl∵∵% ) ←+ : G , aa .Taiatai = G+TG

Gite. ze , ag
'
e. = e, =s Ge. =G.Te. = Qe, =→ T = T

,



隐式 Q对尔算法

10 A . 用算滇了是 , 计算约的三对角分解 「 U。
「
A 的。 Q = 的。

20欣允情判定. , luntil men 1

a . Ifltieniss ( ltiileli inl ) . to ) i=a. … n

then it i= tie,
i
" = 0

工确定最大的非負整露m和最小的非贸整数β.便得

H = [ % ”的) …
其中终方角对降 , 从尔不可约三对角障

2f ( mam, 用彝法是 2
.
2对的迭代一次

Tas : G Po.GT
G
= G,

T

.
- Grimen θ=θ { eaam

.
)

end .

end .

S 7. 2 Jacobi 方法 A = ATA 瞥似于( ”
…
…

.

…
.

)
基本,思想 :对约作一系列支相似变榜, 德禁逐次“更对角论”

通过平面旋转覆換 , 逐次加重对角线灾素的比重
,
陳非对痛元素逐次约往为 0

.

(- )平面旋韓变換 (Givems变操
, Jacobirotationsl

A : laj) A = A ?
q

记平面旋转变换 J1p, q . 01 =|%” ∵器
∴

”

,为歼 ,1
B =JTAJ ≠ ( kj"



bip = bpi = Gpios@ _ @qisino , 部溜biq= bqi = apisino+ aqiOsD, iFP, 息

bpp = Gpp ☆他 taqqsimso- 9 pqsin2O魏二ppsin 区tG紫售的北G感 sine。 1
④

bpq = bqp = Gpqos码 tƩ
p3-Gqqsin现的 : j, 「

7% , 5上信感

若q≠ 0 .可虛聚 θ ,使得自q : O, 即比taD=q

出P) 2Dc画

深 : 9
幢
0 , 取 D 0即可,

金 τ=—
pQ的

{q - api
, t = tGmo .

由 tam☆+ztamθ☆tw 1 = 0 st +☆τt -1 = 0.

取 t = tano=|+
2 t- 1 = 0 的按模最小根 ,

τ≠ 0

1 ,

即明疹
∵

。

Fe, eso

泡 c = GosO , s = sino 有 C “间 , 5 :處

此时此可等凉 bip = Bpi = { api - saqi , ↑β p, 息

Biq = bqi = sapitC息 ” , :都. q1bpp = Gpp - tGqqbqq = pp + tGqq

bpq = bqp = 0 . 所 =Gijitp . qj *pq .

记 σ。 (A 1 =叠 G 们σ s( A 3 =
為

aii , 11A 11: =σ. (A ) +σa (A )

∵ BJH } : 11A 1(
p
= 11 } 11F

阿+ bq⑨= [app - tapq 3 ← {Gq + t的q 1
”

: G所 + EE℃+ 2所 ⇒σs {B] : 5☆ ) +2 Gp {
,⇒ 5. (B ) =σ .[ A ) - cGpq ,



|= 1 Jaco 的 i方法基本迭代格式 (构造正意相似矩降序列 {A
}
,

1 "
A( 0
) =☆

20 已有A
1”
= 1aj
"
]

± - 1求下标 ( p , q ) , 造apq ” =mijiulaij "

k」
3 .2 它 [心 = (aqq

“
- G) , {zGpq

t
1lk
" 1
erAity . ,

I1
: 0

世-Aiangp, It
'
so olt)-

tisys, gks
.Eltsclk).

正高作A1
k+”

= J
^

(p. q , ① ) A
*
J (P, q , θ 3 .

聚律心满足osD=ε ( ks) , 1ino : sk),

你
(k+ "

的花素为Giplk
":apikt

"=

cesapils- sla"cagils , isp. q .

Giqk
":

aqikelElt ' aqis+ gstsapils , i≠ B. q .

appk
4"

appa
. Ehsaphsaqqk+": Gqqs + tsk"'Gpq

,
.

Gp"
=

aqke
"a
0 aijtt " cajsiFB . , jp, 总

以上 JGobi方法可得到正是相似的雅障房列低1 产 ,

且 σ. (A
(ke" ) = 5. (A 1

")
- 2 ( Gp{a

" )
P

,
z
{ {Alk

+"
) = σ

. {Ak
"
] + 2 (apq

" |<

(≡ 1 顺名情

定理 : A为对称降 , 別迪自
“
: 月出发 ,利用了acobi高滇待削的段相似矩障

序副 A《}有极限A=diag(sh. λ . … sha) . d . … λ、是特征值 。

1四 ) 算滇
(I3 J(p. q , θ )

10确定p,q , | apq1 = mijinlaij1



20 求 ( C = wsD, Sesinol

faunction[ o .s . t ] =ymScsar I (A , P. 息 )

z第 H (p. q>≠ 0

[= ( A 1系 · q1 - A 1(B|B ) ]( 2 A1, 总 )

If τ : 0

t 'πiaer

簒
c=t , s : ct .

&lie ( - ) . 500

emd

1区3 济盾即 Jacobi算法

V = In
.
8 = tol .AStlF

whibe 5. (A ) 3 δ

for p = 1 : n -

‰0 q = B+1 : n

[C . §, t 了 = SymSchrr2 /A 。 月。 息 )

A = J1}. ℃ , ①,
^

AJ (P. 系 。 θ )

V : NJ维系 ,
01

end 易实理异行化 。

endlend



躬了二岁德用 Sar的空理对特涩值进行隔离的高滇

T= 1 ↑ :∵ .

…
p
,ain .
)

(- 1 记P ;( λ1 为 「 - 际的 i阶顺序主子式 , 即 Pi (λ 1为厂的;阶降绿的特征督增式,

B则 Polay = 1
. P. lxl = ti - st,Pilas=( ri- )Bi . x3- Bsi:" Pissal )

{Picx) }有如下性质 :

0 liru Bi (x) = ws

② 相邻的兩个多項式激有公模根

③若 P: (a) = 0 ,则Pi-. |a> Pi+ . lusso

④ 记 Pi (iy 的即实根按其大小排到为 ,

"

,
2", … hi"则有

hiit's sh,
"

'ahzie'"ashgi"an . ashilit
"a

hi '"s shitgienl

即 Bi /s } 的根都是单重的 , Pi (n) 的根严格隔Pit,( n) 的根 。

⑤ Pnix ) 座 1 -∞
, ∞)上局一 1斤零点 ,分別分布在(M
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注 : 满是 ① Po(^) 不变累 ,性质透Po (x)有单零点 , 性质 4

序到 PRM(
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(= )聚景函名

10 Go
.
a . … G的为合即为 O 的突数、 著有Gka*. sO 称为序列的一个变景

而序別的豪是 ,总数称为序列 {Go 、G . …Gm } 的蔓量数 ,
记为

USGo .G … …am } , 例 V{s . 吗 !
…
…
, 5 } = 3

20f% (x ),fcx) .a(x )…Jmx)为不恒等于 0 的解析函数

若 x = 套是某个k(x” 的零点 , 则称 x : 志为序列 {j% (x1.{x) …名(比 } 的零点



定义 WHx1 = U {o (x] , … ‰1x 1 } 为函名別的变易函数,

注 : ① V风, 仅可能在某些孤主覆点无定义

② 说 Vixto) 为 V虚 x是在极限 , U比- 0)为儿在飞处在榜限 。

间断 ,点必是函数列零点, 反立不然。

③在函数別兩宁霍点之间x ) 值累、 分段片狀函数,


